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Una sucesion de funciones es una aplicacion que a cada nimero
natural n hace corresponder una funcién f,.
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Una sucesion de funciones es una aplicacion que a cada nimero
natural n hace corresponder una funcién f,.

Usaremos el simbolo {f,} para representar la sucesion de funciones
dada por n — f,,, paratodo neN.
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Una sucesion de funciones es una aplicacion que a cada nimero
natural n hace corresponder una funcién f,.

Usaremos el simbolo {f,} para representar la sucesion de funciones
dada por n — f,,, paratodo neN.

Supondremos en lo que sigue que las funciones f, son funciones
complejas definidas en un conjunto A C C.
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Una sucesion de funciones es una aplicacion que a cada nimero
natural n hace corresponder una funcién f,.

Usaremos el simbolo {f,} para representar la sucesion de funciones
dada por n — f,,, paratodo neN.

Supondremos en lo que sigue que las funciones f, son funciones
complejas definidas en un conjunto A C C.

Como caso particular, conveniente para dar ejemplos, las funciones
fn, podran ser funciones reales definidas en un intervalo I.
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Convergencia puntual

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.
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Convergencia puntual

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.

Decimos que {f,} converge puntualmente en un punto z € A sila
sucesion de numeros complejos {f,(z)} converge.
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Convergencia puntual

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.

Decimos que {f,} converge puntualmente en un punto z € A sila
sucesion de numeros complejos {f,(z)} converge.

El campo de convergencia puntual de la sucesion {f,} es el conjunto

C={z e A: {fi(2)} converge}
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Convergencia puntual

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.

Decimos que {f,} converge puntualmente en un punto z € A sila
sucesion de numeros complejos {f,(z)} converge.

El campo de convergencia puntual de la sucesion {f,} es el conjunto

C={z e A: {fi(2)} converge}

La funcion limite puntual de la la sucesion {f,} es la funcionf : C — C
definida por
f(z) =Ilim{f,(z)} (zeC)
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Para entender la definicién de convergencia puntual es muy
importante no confundir la sucesién de funciones {f,} con la
sucesién de numeros complejos {f,(z)} obtenida evaluando las
funciones de dicha sucesién en un nimero z € A.
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Para entender la definicién de convergencia puntual es muy
importante no confundir la sucesién de funciones {f,} con la
sucesién de numeros complejos {f,(z)} obtenida evaluando las
funciones de dicha sucesién en un nimero z € A.

Tampoco debes olvidar que en una sucesion la variable es siempre
neN ynunca z €A. Asi, la sucesion {f,(z)} es la aplicacién que a
cada numero natural ne N (la variable) le asigna el namero real f,(z)
donde z esta fijo .
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La funcion limite puntual de una sucesion de funciones
continuas puede no ser continua.
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La funcion limite puntual de una sucesion de funciones

continuas puede no ser continua.

Sea la sucesion de funciones {f,} donde f,: R — R esta dada por
2n

X
fﬂ(X) = 1 + in

Las funciones f, son continuas.
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La funcion limite puntual de una sucesion de funciones
continuas puede no ser continua.

Sea la sucesion de funciones {f,} donde f,: R — R esta dada por

X2n
fiX) = —
ﬂ( ) 1+X2n

Las funciones f,, son continuas.
La funcion limite puntual viene dada por:

fOO) = lim{fa () = fim ifa(x)} =
Es una funcién discontinua.

1
0= I|m f(x) = I|m I|m fa(x) # I|m I|m fa(x) ==
x<l x<l x<l

En general, la convergencia puntual no permite permutar limites:

lim lim fo(X) = lim I|m fn(x)
X—an—>oo n—-oo

Javier Pérez Gonzélez
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La convergencia puntual no permite permutar la integracion con
el limite.
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La convergencia puntual no permite permutar la integracion con
el limite.

Es decir, en general no se verifica la igualdad:

b b
f lim f,(x)dx = lim ffn(x)dx
2 n—o0 n%OOa
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La convergencia puntual no permite permutar la integracion con
el limite.

Es decir, en general no se verifica la igualdad:
b b
f lim f,(x)dx = lim ffn(x) dx
2 n—-o00 n—o00 2

Sea la sucesion de funciones {f,} donde f, :[0,1] - R esta dada por

. 2nx
T 1+n2x4

fa (X)

La funcion limite puntual viene dada para todo x € [0, 1] por:

f) =1lim {fn(x)} = lim_{fa(x); =0

Tenemos que:

1 1 1
. . . T
0= 0ff(x) dx = Of im fy(x) dx # nImeoffn(x) dx = lim arctg(n) = =
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Convergencia uniforme

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.

Se dice que {f,} converge uniformemente a una funcién f en un
conjunto B C A si

n&moo sup{|f.(z) —f(z)|:zeB} =0
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Convergencia uniforme

Sea {f,} conf,: A — C donde A C C.

Se dice que {f,} converge uniformemente a una funcién f en un
conjunto B C A si

n&moo sup{|f.(z) —f(z)|:zeB} =0

Es decir, para todo ¢ > 0 existe un numero ng € N tal que para todo
n = ng se verifica que [f,(z) — f(z)| < ¢ paratodo z<B.

Javier Pérez Gonzalez Métodos Matematicos | Sucesiones y series de funciones



{f,} converge a f puntualmente en B significa que:
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;
e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
Naturalmente, el nimero ng dependerd del ¢ y, en general, también
de z porque si cambias z por otro punto w € C la sucesion {f,(w)} es
distinta de {f,(z)} y el ng que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
Naturalmente, el nimero ng dependerd del ¢ y, en general, también
de z porque si cambias z por otro punto w € C la sucesion {f,(w)} es
distinta de {f,(z)} y el ng que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.

{fn} converge a f uniformemente en B significa que:
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
Naturalmente, el nimero ng dependerd del ¢ y, en general, también
de z porque si cambias z por otro punto w € C la sucesion {f,(w)} es
distinta de {f,(z)} y el ng que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.

{fn} converge a f uniformemente en B significa que:

e Fijasune > 0;
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
Naturalmente, el nimero ng dependerd del ¢ y, en general, también
de z porque si cambias z por otro punto w € C la sucesion {f,(w)} es
distinta de {f,(z)} y el ng que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.

{fn} converge a f uniformemente en B significa que:

e Fijasune > 0;
e Existe un ndmero natural ny (que dependera de ¢) tal que para todo
neN con n = ng se verifica que |f,(z) — f(z)| < ¢ paratodo zeB.
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{f,} converge a f puntualmente en B significa que:

e Fijasun zeB;

e La correspondiente sucesion de niumeros complejos {f,(z)}
converge a f(z).Es decir: para todo ¢ > 0, existe un nimero natural
no tal que para todo neN con n = ng se verifica que [f,(z) — f(2)| <e.
Naturalmente, el nimero ng dependerd del ¢ y, en general, también
de z porque si cambias z por otro punto w € C la sucesion {f,(w)} es
distinta de {f,(z)} y el ng que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.

{fn} converge a f uniformemente en B significa que:

e Fijasune > 0;

e Existe un ndmero natural ny (que dependera de ¢) tal que para todo
neN con n = ng se verifica que |f,(z) — f(z)| < ¢ paratodo zeB.

Es decir, en la convergencia uniforme, hay un mismo niimero ng que
es valido simultaneamente para todos los z € B.
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@ La convergencia uniforme se refiere siempre a un conjunto. No
tiene sentido decir que “la sucesion {f,} converge
uniformemente” si no se indica inmediatamente a continuacion el
conjunto en el que afirmamos que hay convergencia uniforme.
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@ La convergencia uniforme se refiere siempre a un conjunto. No
tiene sentido decir que “la sucesion {f,} converge
uniformemente” si no se indica inmediatamente a continuacion el
conjunto en el que afirmamos que hay convergencia uniforme.

@ No existe “el campo de convergencia uniforme”. Es decir, el
concepto de campo de convergencia puntual no tiene un
andlogo para la convergencia uniforme. La razén es que no tiene
por qué existir un mas grande conjunto en el que haya
convergencia uniforme.
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Conservacion de la continuidad por convergencia uniforme.

Supongamos que {f,} converge uniformemente a f en un conjunto B.
Sea a€B y supongamos que las funciones f,, son todas ellas
continuas en a. Se verifica entonces que la funcion f es continua en
a. En particular, si las funciones f, son todas ellas continuas en B.
Se verifica entonces que la funcién f es continua en B.
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Conservacion de la continuidad por convergencia uniforme.

Supongamos que {f,} converge uniformemente a f en un conjunto B.
Sea a€B y supongamos que las funciones f,, son todas ellas
continuas en a. Se verifica entonces que la funcion f es continua en
a. En particular, si las funciones f, son todas ellas continuas en B.
Se verifica entonces que la funcién f es continua en B.

Permutacion de la integracion con el limite uniforme.

Supongamos que {f,} converge uniformemente en un intervalo [a, b]
y que las funciones f, son todas ellas continuas en [a, b]. Se verifica
entonces que:

b b
nIl_)moo ajfn X)dx = afnll)moo fa(x)dx .
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Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme
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Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme

Una sucesion de funciones {f,} converge uniformemente en B si, y
solo si, verifica uniformemente en B la condicidon de Cauchy:

Ve>03dnpeN: p,g=ng = supfl|f(z) —f4(z)|:zeB}<e
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi1="fq,
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi=f, Fo=fi + 1,
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi=1f, Fo=fi+f, Fa=fhh +H+1, ...,
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi=f, Fo=fi+f, Fa=fi+fo+fs, ..., Fn=fi+fo+---4+fy,---

La sucesion de funciones, {F,}, asi obtenida se llama serie de
término general f, y la representamos por » _f, o, mas

n=1

sencillamente, > fy.
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Dada una sucesion de funciones, {f,}, podemos formar a partir de
ella otra sucesion, {F,}, cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi=f, Fo=fi+f, Fa=fi+fo+fs, ..., Fn=fi+fo+---4+fy,---

La sucesion de funciones, {F,}, asi obtenida se llama serie de
término general f, y la representamos por » _f, o, mas

n=1

sencillamente, > fy.

Puesto que las series de funciones son sucesiones de funciones, los
conceptos de convergencia puntual, campo de convergencia puntual
y convergencia uniforme para series de funciones no precisan de
nueva definicion.
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Condicion necesaria de convergencia

Condicién necesaria para que la serie an converja puntualmente
n=1

(resp. uniformemente) en un conjunto A es que la sucesion {f,}

converja puntualmente (resp. uniformemente) a cero en A.
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Convergencia absoluta

La serie an se dice que converge absolutamente en un punto
n=1
a € A cuando la serie de los modulos, " |f,(a)], converge.

n=1

Se define el campo de convergencia absoluta como el conjunto

zeA: ) |fa(z)] converge

n=1
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Convergencia absoluta

La serie an se dice que converge absolutamente en un punto
n=1
a € A cuando la serie de los modulos, " |f,(a)], converge.

n=1

Se define el campo de convergencia absoluta como el conjunto

zeA: ) |fa(z)] converge

n=1
Al igual que para series de nimeros complejos la convergencia

absoluta de una serie de funciones implica convergencia pero no al
contrario.
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Criterio de Weierstrass.

Sea an una serie de funciones definidas en un conjunto A € C.
n=1

Supongamos que hay una sucesion {«,} de nimeros reales positivos

tal que:

@ |fn(2)| <@, paratodo z € A.
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Criterio de Weierstrass.

Sea an una serie de funciones definidas en un conjunto A € C.
n=1

Supongamos que hay una sucesion {«,} de nimeros reales positivos

tal que:

@ |fn(2)| <@, paratodo z € A.

® Laserie ) oy es convergente.

n=1
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Criterio de Weierstrass.

Sea an una serie de funciones definidas en un conjunto A € C.
n=1

Supongamos que hay una sucesion {«,} de nimeros reales positivos

tal que:

@ |fn(2)| <@, paratodo z € A.

® Laserie ) oy es convergente.

n=1
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Criterio de Weierstrass.

Sea an una serie de funciones definidas en un conjunto A € C.
n=1

Supongamos que hay una sucesion {«,} de nimeros reales positivos

tal que:

@ |fn(2)| <@, paratodo z € A.

® Laserie ) oy es convergente.

n=1

Entonces an converge absolutamente y uniformemente en A.

n=1
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:

@ {an} es mondtona y convergente a cero.
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1

Criterio de Abel. Supongamos que:

@ ) a, es convergente.

n=1
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1

Criterio de Abel. Supongamos que:

@ ) a, es convergente.
n=1

@ Paracadaz € A {f,(z2)} es una sucesion de nimeros reales
mondétona y la sucesién de funciones {f,} esta uniformemente
acotada en A.
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1

Criterio de Abel. Supongamos que:

@ ) a, es convergente.
n=1

@ Paracadaz € A {f,(z2)} es una sucesion de nimeros reales
mondétona y la sucesién de funciones {f,} esta uniformemente
acotada en A.
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Sea {an} una sucesion numéricay » f, una serie de funciones
n=1
definidas en un conjunto A c C.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
@ {an} es mondtona y convergente a cero.

° an tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

n=1

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1

Criterio de Abel. Supongamos que:

@ ) a, es convergente.
n=1

@ Paracadaz € A {f,(z2)} es una sucesion de nimeros reales
mondétona y la sucesién de funciones {f,} esta uniformemente
acotada en A.

Entonces Y _ anfy converge uniformemente en A.

n=1
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Dados una sucesion de nimeros complejos {Cn}nen, Y Un NUMero
a € C, consideremos la sucesion de funciones

fo(z) =co
fn(z) =cn(z — )" n=1
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Dados una sucesion de nimeros complejos {Cn}nen, Y Un NUMero
a € C, consideremos la sucesion de funciones

fo(z) =co
fn(z) =cn(z — )" n=1

La serie definida por esta sucesion de funciones, es decir, la sucesion
{Co+Ci(z—a)+Co(z—a)2 +--+Cr(z—a)"}

se representa por

> ez —a)"

n=0

y se llama serie de potencias centrada en a.
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Dados una sucesion de nimeros complejos {Cn}nen, Y Un NUMero
a € C, consideremos la sucesion de funciones

fo(z) =co
fn(z) =cn(z — a)" n=1

La serie definida por esta sucesion de funciones, es decir, la sucesion
{Co+Ci(z—a)+Co(z—a)2 +--+Cr(z—a)"}

se representa por

> ez —a)"

n=0
y se llama serie de potencias centrada en a.

La sucesion {c,} recibe el nombre de sucesion de coeficientes de la
serie.
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Lema de Abel
Sea p > 0 un namero positivo tal que la sucesioén {c,p"} esta
acotada.

Entonces se verifica que la serie ) " cn(z —a)™

n=0
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Lema de Abel
Sea p > 0 un namero positivo tal que la sucesioén {c,p"} esta
acotada.

Entonces se verifica que la serie ) " cn(z —a)™

n=0

@ Converge absolutamente en el disco D(a, p) ¥y
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Lema de Abel
Sea p > 0 un namero positivo tal que la sucesioén {c,p"} esta
acotada.

Entonces se verifica que la serie ) " cn(z —a)™

n=0

@ Converge absolutamente en el disco D(a, p) ¥y
@ Converge uniformemente en compactos K < D(a, p).
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Radio de convergencia

Dada una serie de potencias ) _ ca(z — a)" definimos:

n=0

A={p=0:{cnp"} estd acotada}, R =sup(A)eR{ U {+oo}

@ R = 0. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial
pues solamente converge para z = a.
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Radio de convergencia

Dada una serie de potencias ) _ ca(z — a)" definimos:

n=0

A={p=0:{cnp"} estd acotada}, R =sup(A)eR{ U {+oo}

@ R = 0. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial
pues solamente converge para z = a.

@ 0 < R < +o0. La serie converge absolutamente en D(a,R) y
converge uniformemente en compactos contenidos en dicho
disco.

Si |z —a] > R entonces la sucesion {c,(z — a)"} no esta acotada
y, por tanto, la serie no converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la
serie en la frontera del disco D(a, R).
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Radio de convergencia

Dada una serie de potencias ) _ ca(z — a)" definimos:

n=0

A={p=0:{cnp"} estd acotada}, R =sup(A)eR{ U {+oo}

@ R = 0. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial
pues solamente converge para z = a.

@ 0 < R < +o0. La serie converge absolutamente en D(a,R) y
converge uniformemente en compactos contenidos en dicho
disco.

Si |z —a] > R entonces la sucesion {c,(z — a)"} no esta acotada
y, por tanto, la serie no converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la
serie en la frontera del disco D(a, R).

@ R = 4o0. La serie converge absolutamente en C y
uniformemente en compactos.
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Radio de convergencia

Al numero R se le llama radio de convergencia de la serie.
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Radio de convergencia

Al numero R se le llama radio de convergencia de la serie.

Observa que R solo depende de la sucesion {c,} de coeficientes de
la serie y no del centro de la serie.
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Radio de convergencia

Al numero R se le llama radio de convergencia de la serie.

Observa que R solo depende de la sucesion {c,} de coeficientes de
la serie y no del centro de la serie.

Dada una serie de potencias no trivial, }_ c,(z — a)", llamaremos
dominio de convergencia de la serie  al conjunto D(a, R) donde R
es el radio de convergencia de la serie (recuerda que siR = +oo
entonces D(a, +o0) = C).
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Célculo del radio de convergencia

Dada una sdp ) _ cn(z — &)" supongamos que se verifica alguna de
n=0
las condiciones:
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Célculo del radio de convergencia

Dada una sdp ) _ cn(z — &)" supongamos que se verifica alguna de
n=0
las condiciones:

Criterio del cociente o de D’Alembert
[Chyl

lim =LeR{ U {+o0}

|Cn
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Célculo del radio de convergencia

Dada una sdp ) _ cn(z — &)" supongamos que se verifica alguna de
n=0

las condiciones:

Criterio del cociente o de D’Alembert

e
I|m| n+1| =LeR{ U {+o0}

|Cn

Criterio de la raiz o de Cauchy

lim{/|cal} = LERS U {400}
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Célculo del radio de convergencia

Dada una sdp ) _ cn(z — &)" supongamos que se verifica alguna de
n=0

las condiciones:

Criterio del cociente o de D’Alembert

e
I|m| n+1| =LeR{ U {+o0}

|Cn

Criterio de la raiz o de Cauchy

lim{/|cal} = LERS U {400}

EntoncesR=1/L(R=0siL=400yR =400 siL=0).
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Célculo del radio de convergencia

Dada una sdp ) _ cn(z — &)" supongamos que se verifica alguna de
n=0
las condiciones:

Criterio del cociente o de D’Alembert

. C

=LeR{ U {+o0}

|Cnl
Criterio de la raiz o de Cauchy

lim{/|cal} = LERS U {400}

EntoncesR=1/L(R=0siL=400yR =400 siL=0).

Férmula de Cauchy—Hadamard

1

R=———
limsup y/|cn|
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Derivacion de una serie de potencias

Sea ) " cn(z —a)" una serie de potencias no trivial, 2 su dominio de
n=0

convergenciay f : Q@ — C la funcién suma de la serie:

f(z)=2:cn(z—a)n zeQ

n=0

Entonces:
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Derivacion de una serie de potencias

Sea ) " cn(z —a)" una serie de potencias no trivial, 2 su dominio de
n=0

convergenciay f : Q@ — C la funcién suma de la serie:

f(z)=2:cn(z—a)n zeQ

n=0
Entonces:

@ f es indefinidamente derivable en 2.
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Derivacion de una serie de potencias

Sea ) " cn(z —a)" una serie de potencias no trivial, 2 su dominio de
n=0

convergenciay f : Q@ — C la funcién suma de la serie:

f(z)=2:cn(z—a)n zeQ

n=0
Entonces:

@ f es indefinidamente derivable en .
@ La derivada k-ésima de f se obtiene derivando k veces la serie
término a término:
o0
fO@) =Y "nn-1--(M—k+Denz-a)"™*  zeQ

n=k
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Derivacion de una serie de potencias

Sea ) " cn(z —a)" una serie de potencias no trivial, 2 su dominio de
n=0

convergenciay f : Q@ — C la funcién suma de la serie:

f(z)=2:cn(z—a)n zeQ

n=0
Entonces:

@ f es indefinidamente derivable en .
@ La derivada k-ésima de f se obtiene derivando k veces la serie
término a término:
o0
fO@) =Y "nn-1--(M—k+Denz-a)"™*  zeQ

n=k
@ En particular f ®(a) = k!¢ 0, lo que es lo mismo

£09(a)
C= 0

para todo k e N U {0}
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Series de Taylor

Sea f una funcidn indefinidamente derivable en un abierto Q € C y
sea ae . La serie de potencias

f ()
S e-ar

n=0

se llama serie de Taylor de f en el punto a.

Las series de potencias no triviales son series de Taylor (de su
funcidon suma).
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Funciones analiticas

Sea Q C C un abierto, se dice que una funcion f : 2 — C es analitica
en © cuando para cada punto b €  hay un disco abierto
D(b, pp) C 2 y una serie de potencias

Z c®z —p)"

n=0

cuyo dominio de convergencia contiene a D(b, pp) tal que

f(z)=> c”(z-b)"  paratodoz € D(b, )
n=0
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Funciones analiticas

Sea Q C C un abierto, se dice que una funcion f : 2 — C es analitica
en © cuando para cada punto b €  hay un disco abierto
D(b, pp) C 2 y una serie de potencias

Z c®z —p)"

n=0
cuyo dominio de convergencia contiene a D(b, pp) tal que
oo
f(z)=> c”(z-b)"  paratodoz € D(b, )
n=0
Una funcién analitica f en Q es indefinidamente derivable en Q y

todas sus derivadas son también analiticas. Ademas se tiene que

fO(b
c® — (b)
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Continuidad radial

Sea ) " cqz" una serie de potencias con radio de convergencia
0 <R < +4+o0yf:D(0,R) — C lafunciéon suma de la serie.
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Continuidad radial

Sea ) " cqz" una serie de potencias con radio de convergencia
0 <R < +4+o0yf:D(0,R) — C lafunciéon suma de la serie.

Supongamos que la serie es convergente en un punto zp de la
frontera del disco D(0, R).
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Continuidad radial

Sea ) " cqz" una serie de potencias con radio de convergencia
0 <R < +4+o0yf:D(0,R) — C lafunciéon suma de la serie.

Supongamos que la serie es convergente en un punto zp de la
frontera del disco D(0, R).

Entonces se verifica que:

o0
lim f(rzg) =) cnzd
re1 ( 0) Z n&q

O<r<1 n=0
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